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и геохимия ландшафтов

 © Афанасьев И.С., Ашабоков Б.А., 2025

Аннотация. Объектом исследования являются коагуляционные процессы 
в облаках, которые представляют собой сложную термогид-
родинамическую и микрофизическую систему, отличающую-
ся нестационарностью, трехмерностью и нелинейностью. Эти 
особенности делают численное моделирование основным 
методом исследования эволюции облаков как в естествен-
ных условиях, так и при активном воздействии, что повышает 
требования к эффективности используемых численных ме-
тодов, таким как устойчивость, сходимость и экономичность. 
Разработка или подбор методов, удовлетворяющих этим 
требованиям, требует тщательного исследования, включая 
предварительное тестирование этих методов путем срав-
нения результатов расчетов тестовых задач с их точными 
решениями. Исследование основано на анализе тестовых 
задач Коши для кинетического (интегро-дифференциального) 
уравнения и системы кинетических (интегро-дифференци-
альных) уравнений коагуляции в однофазных и двухфазных 
пространственно-однородных дисперсных системах. В ходе 
работы было установлено, что численные решения, получен-
ные с помощью метода Бубнова – Галеркина и разработан-
ного итерационно-матричного метода, являющегося моди-
фикацией метода конечных разностей, хорошо согласуются 
с аналитическими решениями. Эти методы продемонстриро-
вали свою применимость для моделирования коагуляцион-
ных процессов в смешанных дисперсных системах, включая 
конвективные (градовые) облака. Высокая точность резуль-



114

 татов численного решения тестовой задачи, связанной с коа-
гуляционными процессами в дисперсной среде, по итогам про-
веденного исследования позволяет сделать вывод о том, что 
метод Бубнова-Галеркина и итерационно-матричный метод 
могут быть использованы для исследования микрофизических 
процессов в конвективных облаках. Численные эксперименты, 
основанные на этих методах, открывают перспективы для мо-
делирования процессов формирования и развития облаков как 
в естественных условиях, так и при активном воздействии, в 
том числе опираясь на опыт, полученный в ходе предыдущих 
исследований других специалистов в данной области.

Ключевые слова: конвективное облако, коагуляция, кинетическое уравнение, 
однофазная и двухфазная среда, аналитическое и численное 
решение, метод Бубнова-Галеркина, итерационно-матричный 
метод

Для цитирования: Афанасьев И. С., Ашабоков Б. А. О результатах тестирования 
некоторых алгоритмов расчета коагуляционных процессов в 
дисперсных системах // Наука. Инновации. Технологии. 2025. 
№ 2. С. 113–134. https://doi.org/10.37493/2308-4758.2025.2.5

Конфликт интересов: авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.

 Статья поступила в редакцию 17.02.2025; 
 одобрена после рецензирования 25.04.2025; 
 принята к публикации 12.05.2025.

 
 1.6.18. Atmospheric and Climate sciences (Physical and Mathematical 

Sciences)
 Research article

оn the results of testing some algorithms  
for calculating coagulation processes  
in dispersed systems

Igor S. Afanasyev1*,
Boris A. Ashabokov2

 1,	2	 High-Mountain	 Geophysical	 Institute	 (2,	 Lenin	 Ave.,	 Nalchik,	 360030,	
Russian	Federation)

 2	 Institute	of	Informatics	and	Regional	Management	Problems,	Kabardino-
Balkarian	Scientific	Center	of	the	Russian	Academy	of	Sciences	(37A,	I.	
Armand	St.,	Nalchik,	360000,	Russian	Federation)

 1	 afanasevigor278@gmail.com;	https://orcid.org/0000-0003-4490-6659
 2	 ashabokov.boris@mail.ru;	https://orcid.org/0000-0002-2889-0864
 * Corresponding author



115№ 2, 2025 “ScieNce. iNNovatioNS. techNologieS”
 North-Caucasus Federal University

Abstract.  The object of the study is coagulation processes in clouds, which 
are a complex thermo-hydrodynamic and microphysical system 
characterized by unsteadiness, three-dimensionality and nonlin-
earity. These features make numerical modeling the main method 
of studying the evolution of clouds both in natural conditions and 
under active influence, which increases the requirements for the 
effectiveness of the numerical methods used, such as stability, 
convergence and cost-effectiveness. The development or selec-
tion of methods that meet these requirements necessitates care-
ful research, including preliminary testing of these methods by 
comparing the results of calculations of test problems with their 
exact solutions. The study is based on the analysis of Cauchy test 
problems for kinetic (integrodifferential) equations and systems of 
kinetic (integrodifferential) coagulation equations in single-phase 
and two-phase spatially homogeneous dispersed systems. In the 
course of the work, it was found that the numerical solutions ob-
tained using the Bubnov-Galerkin method and the developed itera-
tive matrix method, which is a modification of the finite difference 
method, are in good agreement with the analytical solutions. These 
methods have demonstrated their applicability for modeling coagu-
lation processes in mixed dispersed systems, including convective 
(hail) clouds. The high accuracy of the results of the numerical 
solution of the test problem related to coagulation processes in a 
dispersed medium, based on the results of the study, allows us to 
conclude that the Bubnov-Galerkin method and the iterative matrix 
method can be used to study microphysical processes in convec-
tive clouds. Numerical experiments based on these methods open 
up prospects for modeling the processes of cloud formation and 
development both in natural conditions and under active exposure, 
including drawing on the experience gained in previous research 
by other specialists in the field.

Key words: convective cloud, coagulation, kinetic equation, single-phase and 
two-phase medium, analytical and numerical solution, Bubnov-
Galerkin method, iterative-matrix method
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Введение
Современное состояние физики облаков характери-

зуется сложностью и неоднозначностью. Это обусловлено тем, что, 
несмотря на недостаточную изученность многих «элементарных» 
процессов в облаках, существует необходимость исследовать их в 
целом, поскольку облака представляют собой сложные физические 
системы. Для дальнейшего развития этой научной области необхо-
димо сформулировать новые направления исследований и решить 
соответствующие задачи с использованием современных методоло-
гий и методов [1]. 

Важно отметить, что агрегирование «элементарных» процес-
сов в конвективных облаках, которое служит основой их математи-
ческого моделирования, возможно только в рамках их численных 
моделей. Элементами этих моделей являются: система уравнений, 
описывающих динамику различных параметров облаков, началь-
ные и граничные условия, численный метод для проведения расче-
тов и программное обеспечение [2, 3].

Следует подчеркнуть, что при разработке численных моделей 
конвективных облаков и проведении численных экспериментов, на-
правленных на изучение их формирования и развития, как в естес-
твенных условиях, так и при активном воздействии, возникают зна-
чительные трудности. Одним из источников этих проблем является 
то, что облака представляют собой сложную термогидродинамичес-
кую и микрофизическую систему, особенностями которой являются 
нестационарность, трехмерность и нелинейность [1].

Цель настоящей работы заключается в исследовании возмож-
ности использования некоторых численных методов (метода Буб-
нова – Галеркина [4, 5] и итерационно-матричного метода [4–6]) 
для исследования роли системных свойств облаков в формирова-
нии их макро- и микроструктурных характеристик. Исследования 
проводились путем решения тестовых задач, в качестве которых ис-
пользовались задачи Коши для интегро-дифференциального урав-
нения и системы интегро-дифференциальных уравнений (с извест-
ными аналитическими решениями), описывающих коагуляционные 
процессы в однофазных и двухфазных пространственно-однород-
ных дисперсных системах [7]. Такой подход позволит оценить при-
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менимость и точность указанных методов для численного модели-
рования облаков. 

Материалы и методы исследований
Постановка задачи
Исследование коагуляционных процессов в одно-

фазной среде основывается на расчете функции распределения час-
тиц по массе f (ξ, t). Это приводит к рассмотрению задачи Коши для 
интегро-дифференциального кинетического уравнения коагуляции, 
то есть необходимо найти неотрицательную функцию f (ξ, t), удов-
летворяющую следующим условиям [7]:

 
(1)

   
(2)

При исследования коагуляционных процессов в 
двухфазных средах используется задача Коши для системы из двух 
интегро-дифференциальных кинетических уравнений. В этом слу-
чае необходимо найти функции распределения f1 (ξ, t) и f2 (ξ, t) для 
частиц двух типов, которые должны удовлетворять следующим ус-
ловиям:

           (3)

f1 (ξ, 0) = f1
(0) (ξ) ≥ 0, f (ξ, 0) = f2

(0) (ξ) ≥ 0, (4)

 где 
 

p,l = 1, 2; c11 = 1, c12 = 0, c21 = 2, c22 = 1.  
(5)
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В случае однофазных сред справедливы выражения:

.

(0 ≤ ξ, η ≤ ∞).

А в случае двухфазных сред эти выражения записы-
ваются в виде:

∞

∫ ξ [ f1(ξ, t) + f2 (ξ, t)] d ξ = const,
0

Kij (ξ, η) = Kij (η, ξ) = Kij (ξ, η) ≥ 0.

В выражениях (1)–(5) использованы обозначения: 
f (ξ, t) и f1 (ξ, t) (i = 1, 2) – функция распределения частиц по массе в 
однофазной и двухфазной среде (облаке), ξ и η – массы частиц, t  – 
время, K (ξ, t) и Kij (ξ, t)

 
(i = 1, 2; j = 1, 2) – коэффициенты коагуляции, 

характеризующие вероятности парных столкновений частиц в од-
нофазной и двухфазной среде (i-го и j-го сортов) с массами ξ и η. За-
дачи (1)–(2) и (3)–(4) записаны в безразмерной форме.

Ниже результаты решения этих задач методом Бубнова – Га-
леркина и итерационно-матричным методом сравниваются с анали-
тическими решениями.

Метод Бубнова – Галеркина
Согласно методу Галеркина, приближенное реше-

ние задачи (1)–(2) ищется в виде линейной комбинации [7]:

, (6)

где ai (t) – подлежащие определению коэффициенты; 

 Di (α, t) – система функций, ортонормированная на (0, ∞); 
 α – параметр (α > 0).

Приближенные решения задачи (3)–(4) ищут в виде: 
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,  
(7)

 где ai (t) и bi (t) неизвестные коэффициенты.

В выражениях (6) и (7) функции Di (α, ξ ) записыва-
ются в виде:

Тогда решение задачи (1)–(2) сводится к решению 
задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений (ОДУ) [7]:

       dam (t)———— =  ai (t) aj (t)· Am
i,j ;    m = 0,1, ..., N. (8)            dt

a0
m (t) =  f0 (ξ) Dm (α,ξ) dξ .  (9)

Am
i,j = –   K (ξ,η) Di (α,ξ ) Dj (α,η) Dm (α,ξ ) dηdξ + 

+    K (ξ – η,η) Di (α,ξ – η) Dj (α,η) Dm (α,ξ ) dηdξ . 
  

Таким же образом решение задачи (3)–(4) сводит-
ся к решению задачи Коши для системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений для неизвестных коэффициентов am(t) и bm(t):

 =  ai (t) aj (t) · B11
i,j,m +  ai (t) bj (t) · B12

i,j,m ,

 =  bi (t) aj (t) · B21
i,j,m +  bi (t) bj (t) · B22

i,j,m ,  (10)

(m = 0,1, ..., N),  

a0
m (t ) =  f1

0 (ξ ) Dm (α, ξ ) dξ; (11)
b0

m (t) =  f2
0 (ξ ) Dm (α, ξ ) dξ;
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 где параметр 
 
равен выражению:

  

Решения задач (8)–(9) и (10)–(11) подставляются в 
выражения (6) и (7) и в результате получаем приближенные реше-
ния задач (1)–(2) и (3)–(4). 

Итерационно-матричный метод
Для начала рассмотрим уравнение (1) с заданным 

начальным условием (2). Согласно методу конечных разностей [8], 
в выражении (1) можно сделать замену: 

 
, где Δt – шаг по 

времени, fn+1 и fn – значения функции распределения частиц по мас-
се в соседние моменты времени n + 1 и n. Аналогично преобразуем 
интегралы в сумму с шагом по массе Δη (Δξ = Δη). Тогда в итераци-
онной (явной) форме решение задачи (1)–(2) имеет вид:

 (12)

f i
0 = f0

 (iΔη) ≥ 0, (0 ≤ i ≤ M)   (13)

 где  конечному элементу суммы с индексом j = M соот-
ветствует Ξ – наибольшая предельная масса (вместо 
∞), для масс выполнена замена переменных на соот-
ветствующие им индексы: ξ → i, η → j.

Рассмотрим значения выражения  fi
n+1 в (12) при раз-

личных индексах i = 0, 1, ..., m, ... , M, где m – некоторый индекс мас-
сы частицы. В правой части в первом слагаемом содержится посто-
янный множитесь . 

Также введём векторы (аналог одномерной матрицы в линей-
ной алгебре) для функции распределения частиц и коэффициента 
коагуляции:

F n = (f  n0   f  n1  f  n2 ... f  nm ... fM
n),

K = (K0 K1 K2 ... Km ... KM
n).
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Вектор функции распределения Fn задан для частиц по массам 
ξi = iΔη: W = (ξ0 ξ1 ξ2 ... ξm ... ξM) = (0 Δη 2Δη ... ξm ... Ξ), где ξ  = ξm – мас-
са некоторой частицы, Ξ – наибольшая предельная масса, Ξ &&& ξm 
(в дальнейшем полагаем, что Ξ ≥ 10ξm).

Зададим вектор линейной или апериодической свертки 
S 

n = (s0
n  s1

n ... sm
n sM

n), где элемент вектора свертки Si
n равен выражению: 

Si
n =  fi–j

n  gi
n, здесь f ' ni–j = Ki–j f  ni–j, gi

n = fj
n. Вычисление вектора свертки 

S nосуществлялось методом быстрой свертки [9].
Тогда в итерационно-матричной форме [4] решение интегро-

дифференциального кинетического уравнения, с учётом получен-
ной ранее записи (12)–(13), имеет вид:

     1F n+1 = F n  –  ΔηΔtC n · F n + — ΔηΔt · S n, (14)      2
F 0 = F 0 ( W ). (15)

В случае двухфазной среды в результате решения 
задачи (3)–(4) получаем систему уравнений итерационно-матрич-
ным методом по аналогии с полученными выражениями для коагу-
ляции в однофазной среде (14)–(15):

F1
n+1 = F1

n + ∆η∆t (I n11 + I n12), (16)
F2

n+1 = F2
n + ∆η∆t (I n21 + I n22).

F1
0 = F1

0 (W ); F2
0 = F2

0 (W ).   (17)

где I npl – векторная запись подынтегрального выражения 
I npl  (fp, fl) (5), здесь p, l = 1, 2. В общей форме I npl можно 
представить в виде:

I npl = Cpl · Fp
n + cpl · — S npl ;

Cpl =  Kpl,j
  fl,j

n ;

c11 = 1, c12 = 0, c21 = 2, c22 = 1,

 где элемент вектора свертки S npl,i равен выражению: 

∑
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s npl,i =  f ' npl,i­j g npl,j ,

 здесь f ' npl,i­j = Kpl,i­j ,   g npl,j = f  nl,j .

Таким образом, при решении матрично-итераци-
онного уравнения (14)–(15) F n+1 для некоторого момента вре-
мени t = NΔt находят константу C n и вектор S n на каждом ша-
ге итерации n = 0, 1, 2, ..., N, где N – количество итераций. Сово-
купность векторов Fn представляет собой функцию распределе-
ния f N2 (ξ, t). Аналогично для двухфазной среды (16)–(17) матрич-
но-итерационный метод находит F1

n
 и F2

n, в результате получают 
численные результаты функции распределения частиц F1

n
 (ξ, t) и 

F2
n
 (ξ, t). Размер вектора Fn (F1

n
 и F2

n) равен M = Ξ / Δη + 1, где Ξ – 
наибольшая предельная масса частицы (используется вместо ∞), 
Δη – шаг по массе. 

Дополнительно стоит отметить, что при переходе к задачам 
коагуляции с N-мерным пространством функция распределения F n 
будет записана в виде N + 1-мерной матрицы (в данной задаче про-
странство безразмерное, поэтому имеем дело с одномерной матри-
цей или вектором).

Результаты исследований и их обсуждение
Результаты вычислений для коагуляционных про-

цессов в однофазной среде получены при следующих начальных 
условиях и коэффициенте коагуляции: f0(ξ ) = exp (–ξ ), K (ξ, t) = 1. 
В  случае двухфазной среды они получены при начальных услови-
ях f1

(0)(ξ ) = f2
(0)(ξ ) = exp (–ξ ) и коэффициенте коагуляции Kij (ξ, t) = 1 

(i = 1, 2; j = 1, 2).
Точное решение уравнения коагуляции в однофазной среде 

(1)–(2) при этих условиях имеет вид [7]:

                    2                                   –2f (ξ, t ) = ( —— )2 exp ( —— ξ ). (18)              2 + t           2 + t

а точные решения системы уравнений коагуляции в 
двухфазной среде (3)–(4) записывают в виде:
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f1 (ξ, t) = ( )2
 exp (–  ξ );

f (ξ, t) = 2 ( )2
 exp (–  ξ ); (19)

f2 (ξ, t) = f (ξ, t) – f1 (ξ, t).

Функция f (ξ, t) = f1 (ξ, t) + f2 (ξ, t) введена для удобст-
ва при аналитическом решении задачи (3)–(4).

Далее аналитические решения задач (1)–(2) и (3)–(4) сравни-
ваются с численными решениями f  N (ξ, t) и f1

N (ξ, t), f2
N (ξ, t), получен-

ными методом Бубнова – Галеркина (N1) и итерационно-матричным 
методом (N2). 

Для решения задачи (1)–(2) методом Бубнова – Галеркина ис-
пользуют выражения (6), (8)–(9), матрично-итерационным мето-
дом  – (14) и (15). Аналогично для задачи (3)–(4) решение методом 
Бубнова – Галеркина найдено с использованием выражений (7), 
(10)–(11), матрично-итерационным методом — (16) и (17).

Значения точного решения, приближенного решения методом 
Бубнова – Галеркина f  N1 (ξ, t) (оптимальное решение достигается при 
заданных параметрах: N = 7, α = 0,5, ∆t = 5 ∙ 10–4) и итерационно-матрич-
ным методом f  N2 (ξ, t) ∆η = 0,01, ∆t = 5 ∙ 10–4 и M = 10001 — в этом слу-
чае предельная масса частицы равна Ξ = 100) задачи (1)–(2) приведе-
ны в таблице 1. Аналогично в таблице 2 приведены значения этих же 
решений задачи (3)–(4).

Функции распределения f (ξ, t) и f1 (ξ, t), f2 (ξ, t), массы час-
тиц ξ и время t в данной задачи безразмерные, измеряются в еди-
ницах (ед.).

Таблица 1.  ЗНАЧЕНИя ТОЧНОГО f   (ξ, t) И ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИя ЗАДА-
ЧИ (1)–(2) МЕТОДОМ БУБНОВА – ГАЛЕРКИНА f  

N1 (ξ, t) И ИТЕРАЦИ-
ОННО-МАТРИЧНыМ МЕТОДОМ f  

N2 (ξ, t)
  Table 1. Values of the exact f   (ξ, t) and approximate solution of the problem 

(1)–(2) by the Bubnov – Galerkin method f  
N1 (ξ, t) and the iterative matrix 

method f  
N2 (ξ, t)

t = 3 t = 10

ξ f1 (ξ, t) f1
N1 (ξ, t) f1

N2 (ξ, t) f2 (ξ, t) f2
N1 (ξ, t) f1

N2 (ξ, t)

0 0,160 0,162 0,160 0,028 0,035 0,028

0,4 0,136 0,136 0,137 0,026 0,028 0,026
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0,8 0,116 0,117 0,116 0,024 0,025 0,024

1,2 0,099 0,099 0,099 0,023 0,025 0,023

1,6 0,084 0,084 0,085 0,021 0,024 0,021

2 0,072 0,071 0,072 0,020 0,021 0,020

2,4 0,061 0,061 0,061 0,019 0,020 0,019

2,8 0,052 0,052 0,052 0,017 0,017 0,017

3,2 0,044 0,045 0,045 0,016 0,016 0,016

3,6 0,038 0,039 0,038 0,015 0,016 0,015

4 0,032 0,033 0,032 0,014 0,016 0,014

4,4 0,028 0,028 0,028 0,013 0,016 0,013

4,8 0,023 0,024 0,023 0,012 0,016 0,013

5,2 0,020 0,020 0,020 0,012 0,015 0,012

5,6 0,017 0,017 0,017 0,011 0,014 0,011

6 0,015 0,014 0,015 0,010 0,012 0,010

6,4 0,012 0,012 0,012 0,010 0,012 0,010

6,8 0,011 0,010 0,011 0,009 0,009 0,009

7,2 0,009 0,008 0,009 0,008 0,009 0,008

7,6 0,008 0,007 0,008 0,008 0,008 0,008

8 0,007 0,006 0,007 0,007 0,007 0,007

8,4 0,006 0,005 0,006 0,007 0,006 0,007

8,8 0,005 0,004 0,005 0,006 0,005 0,006

9,2 0,004 0,003 0,004 0,006 0,004 0,006

9,6 0,003 0,003 0,003 0,006 0,003 0,006

10 0,003 0,002 0,003 0,005 0,003 0,005

 Источник: составлено авторами.
 Source: compiled by the authors.

Таблица 1.  ОКОНЧАНИЕ

t = 3 t = 10

ξ f1 (ξ, t) f1
N1 (ξ, t) f1

N2 (ξ, t) f2 (ξ, t) f2
N1 (ξ, t) f1

N2 (ξ, t)
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Таблица 2.  ЗНАЧЕНИя ТОЧНыХ f1 (ξ, t), f2 (ξ, t) И ПРИБЛИЖЕННыХ РЕШЕНИй 
ЗАДАЧИ (3)–(4) МЕТОДОМ БУБНОВА – ГАЛЕРКИНА f1

N1 (ξ, t), f2
N1 (ξ, t) 

И ИТЕРАЦИОННО-МАТРИЧНыМ МЕТОДОМ f1
N2 (ξ, t), f2

N2 (ξ, t) 
  Table 2. Values of exact f1 (ξ, t), f2 (ξ, t) and approximate solutions of 

problem (3)–(4) by the Bubnov – Galerkin method f1
N1 (ξ, t), f2

N1 (ξ, t) and 
the iterative-matrix method f1

N2 (ξ, t), f2
N2 (ξ, t)

t = 1

ξ f1 (ξ, t) f1
N1 (ξ, t) f1

N2 (ξ, t) f2 (ξ, t) f2
N1 (ξ, t) f1

N2 (ξ, t)

0 0,250 0,249 0,250 0,250 0,250 0,251

0,2 0,215 0,215 0,215 0,237 0,237 0,238

0,4 0,185 0,185 0,185 0,224 0,224 0,225

0,6 0,159 0,159 0,159 0,211 0,211 0,212

0,8 0,137 0,137 0,137 0,198 0,198 0,199

1 0,118 0,118 0,118 0,185 0,185 0,186

1,2 0,102 0,101 0,102 0,173 0,172 0,174

1,4 0,087 0,087 0,087 0,161 0,160 0,162

1,6 0,075 0,075 0,075 0,149 0,149 0,150

1,8 0,065 0,065 0,065 0,138 0,138 0,139

2 0,056 0,056 0,056 0,128 0,128 0,129

2,2 0,048 0,048 0,048 0,118 0,118 0,119

2,4 0,041 0,041 0,041 0,109 0,109 0,110

2,6 0,036 0,036 0,036 0,101 0,100 0,101

2,8 0,031 0,031 0,031 0,093 0,092 0,093

3 0,026 0,026 0,026 0,085 0,085 0,086

3,2 0,023 0,023 0,023 0,078 0,078 0,079

3,4 0,020 0,019 0,020 0,072 0,072 0,072

3,6 0,017 0,017 0,017 0,066 0,066 0,066

3,8 0,014 0,014 0,014 0,060 0,060 0,061

4 0,012 0,012 0,012 0,055 0,055 0,056

4,2 0,011 0,011 0,011 0,051 0,051 0,051

4,4 0,009 0,009 0,009 0,046 0,046 0,047

4,6 0,008 0,008 0,008 0,042 0,042 0,043

4,8 0,007 0,007 0,007 0,039 0,038 0,039

5 0,006 0,006 0,006 0,035 0,035 0,035
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t = 25

ξ f1 (ξ, t) f1
N1 (ξ, t) f1

N2 (ξ, t) f2 (ξ, t) f2
N1 (ξ, t) f2

N2 (ξ, t)

0 0,082 0,083 0,080 0,082 0,090 0,082

0,2 0,072 0,073 0,071 0,082 0,082 0,082

0,4 0,063 0,064 0,062 0,083 0,086 0,083

0,6 0,056 0,056 0,055 0,082 0,084 0,082

0,8 0,049 0,049 0,048 0,081 0,081 0,081

1 0,043 0,044 0,043 0,080 0,079 0,080

1,2 0,038 0,038 0,037 0,078 0,078 0,078

1,4 0,033 0,034 0,033 0,076 0,078 0,077

1,6 0,029 0,030 0,029 0,074 0,077 0,075

1,8 0,026 0,026 0,026 0,072 0,075 0,072

2 0,023 0,023 0,023 0,070 0,072 0,070

2,2 0,020 0,020 0,020 0,067 0,069 0,068

2,4 0,017 0,018 0,017 0,065 0,066 0,065

2,6 0,015 0,016 0,015 0,062 0,062 0,063

2,8 0,013 0,014 0,014 0,060 0,059 0,060

3 0,012 0,012 0,012 0,057 0,056 0,058

3,2 0,010 0,011 0,011 0,055 0,054 0,056

3,4 0,009 0,009 0,009 0,053 0,051 0,053

3,6 0,008 0,008 0,008 0,050 0,050 0,051

3,8 0,007 0,007 0,007 0,048 0,048 0,049

4 0,006 0,006 0,006 0,046 0,047 0,047

4,2 0,005 0,006 0,006 0,044 0,045 0,044

4,4 0,005 0,005 0,005 0,042 0,044 0,042

4,6 0,004 0,004 0,004 0,040 0,042 0,040

4,8 0,004 0,004 0,004 0,038 0,041 0,038

5 0,003 0,003 0,003 0,036 0,039 0,037

 Источник: составлено авторами.
 Source: compiled by the authors.

Таблица 2.  ОКОНЧАНИЕ
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Результаты расчетов для промежутков времени t до 10 ед. при 
однофазовой коагуляции и до 2,5 ед. при двухфазовой коагуляции 
показывают хорошее согласие приближенных решений задач (1)–
(2) и (3)–(4) с точными. Однако матрично-итерационный метод 
оказывается более точным, для него погрешность приближенных 
функций распределения ∆f N (ξ, t) не превышает ± 0,002. Для повы-
шения точности расчетов методом Бубнова – Галеркина необходимо 
дополнительно решать задачи оптимизации, которые рассмотрены 
в других работах, включая исследования более сложных математи-
ческих моделей в физике облаков [7] 

Кроме того, рассмотрено решение задачи двухфазовой коагу-
ляции (3)–(4) для более поздних моментов времени c помощью мат-
рично-итерационного метода. Результаты, приведенные в таблице 
3 для момента времени t = 25 ед., аналогично показывают хорошее 
согласие приближенных решений задачи (3)–(4) с точными, отно-
сительная погрешность функций распределения ∆f N (ξ, t) не превы-
шает 10 %. При этом, значения функции распределения f (ξ, t) имеют 
порядок 0,0001–0,001, тогда как заданные шаги по массе и време-
ни равны ∆η = 0,01, ∆t = 5 ∙ 10–4 соответственно. Это подтверждает 
эффективность (высокую работоспособность) разработанного мат-
рично-итерационного метода, который в текущей работе является 
модификацией метода конечных разностей.

Таблица 3.  ЗНАЧЕНИя ТОЧНыХ f1 (ξ, t), f2 (ξ, t) И ПРИБЛИЖЕННыХ РЕШЕНИй 
ЗАДАЧИ (3)–(4) ИТЕРАЦИОННО-МАТРИЧНыМ МЕТОДОМ f1 (ξ, t), 
f2 (ξ, t) В БОЛЕЕ ПОЗДНИй МОМЕНТ ВРЕМЕНИ (t = 25 ед.) 

  Table 3. Values of exact f1 (ξ, t), f2 (ξ, t) and approximate solutions of 
problem (3)–(4) by the iterative-matrix method f1 (ξ, t), f2 (ξ, t) at a later point 
in time (t = 25 units)

t = 25

ξ f1 (ξ, t) f1
N1 (ξ, t) f2 (ξ, t) f2

N2 (ξ, t)

0 0,00148 0,00143 0,00148 0,00146

0,2 0,00133 0,00129 0,00160 0,00158

0,4 0,00120 0,00117 0,00171 0,00169

0,6 0,00108 0,00105 0,00181 0,00178

0,8 0,00098 0,00095 0,00189 0,00186
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1 0,00088 0,00086 0,00197 0,00194

1,2 0,00079 0,00077 0,00203 0,00200

1,4 0,00072 0,00070 0,00209 0,00206

1,6 0,00064 0,00063 0,00214 0,00210

1,8 0,00058 0,00057 0,00218 0,00215

2 0,00052 0,00051 0,00222 0,00218

2,2 0,00047 0,00046 0,00225 0,00221

2,4 0,00043 0,00042 0,00227 0,00224

2,6 0,00038 0,00038 0,00229 0,00226

2,8 0,00035 0,00034 0,00231 0,00228

3 0,00031 0,00031 0,00232 0,00229

3,2 0,00028 0,00028 0,00234 0,00230

3,4 0,00025 0,00025 0,00234 0,00231

3,6 0,00023 0,00022 0,00235 0,00232

3,8 0,00021 0,00020 0,00235 0,00232

4 0,00019 0,00018 0,00235 0,00232

4,2 0,00017 0,00016 0,00235 0,00232

4,4 0,00015 0,00015 0,00235 0,00232

4,6 0,00014 0,00013 0,00234 0,00231

4,8 0,00012 0,00012 0,00234 0,00231

5 0,00011 0,00011 0,00233 0,00230

 Источник: составлено авторами.
 Source: compiled by the authors.

В качестве особенностей методов можно отметить: 
— метод Бубнова – Галеркина требует количество вы-

числений (операций), пропорциональное N 3, также 
для повышения точности результатов необходимо 
решать задачи оптимизации (например, минимиза-

Таблица 3.  ОКОНЧАНИЕ

t = 25

ξ f1 (ξ, t) f1
N1 (ξ, t) f2 (ξ, t) f2

N2 (ξ, t)
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ция функционала). Но стоит отметить, что данный 
метод позволяет определять распределение частиц 
на неограниченном диапазоне масс.

— матрично-итерационный метод является модифика-
цией метода конечных разностей, он упрощает вы-
числения и не требует дополнительных параметров. 
Однако дискретность масс частиц является значи-
мым недостатком этого метода. В данной тестовой 
задаче при шаге ∆η = 0,01 и предельной массе части-
цы (в функции распределения) Ξ = 100, количество 
элементов в векторах достигает M + 1 = 10001, что 
ограничивает расчетные возможности при дальней-
шем увеличении диапазона масс.

В других работах [10, 11] для уменьшения количе-
ства точек расчета M + 1 пользуются переходом к новой функции 
f (ξ, t)  → φ ( j, t), где j = 1 + log2 (ξj / ξ1). Это может повлиять на точ-
ность результатов (из-за необходимости аппроксимации функции 
φ ( jc, t), где jc = j + ln (1 – η / ξ) ln √2 ≠ Z, Z – целое число), однако поз-
воляет находить распределение частиц в реальных условиях.

Соответственно, математические модели в физике облаков 
были также получены и решены как с помощью метода Бубнова – 
Галеркина [7], так и при использовании метода конечных разностей 
[12]. Кроме того, немало других работ посвящено задачам коагуля-
ции, при рассмотрении кинетических уравнений решение также на-
ходят с помощью указанных численных методов и их модификаций 
[13–15].

Заключение
В данной работе рассмотрены и протестированы 

два метода: матрично-итерационный и метод Бубнова – Галеркина, 
на примере кинетического уравнения коагуляции (1)–(2) и его сис-
темы (3)–(4), для которых ранее было известно аналитическое ре-
шение (18), (19) [7].

Кратко изложены ключевые положения и алгоритм решения 
метода Бубнова – Галеркина для данных тестовых задач (1)–(2) и 
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(3)–(4) [7]. Также представлен разработанный алгоритм решения 
кинетического уравнения с использованием матрично-итерацион-
ного метода, который является модификацией метода конечных раз-
ностей [4, 8]. Численное решение, полученное этим методом, позво-
ляет наглядно представить функцию распределения f (ξ, t) в вектор-
ном виде Fn на каждом шаге итерации n.

Результаты численных экспериментов показывают, что оба 
метода могут быть эффективно применены для исследования транс-
формации микроструктурных характеристик однофазных и сме-
шанных дисперсных систем с высокой точностью. Использование 
как матрично-итерационного метода, так и метода Бубнова – Галер-
кина в ходе компьютерного эксперимента, с учётом их особеннос-
тей при проведении вычислений, делает перспективным моделиро-
вание процессов формирования и развития облаков на основе пол-
ных моделей.
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